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Abstract. Bearing points of the spheric mechanism with rigid elements on the elastic
base are oscillating under the influence of the inertial forces acting on the sphere
surface. Oscillations of the bearing points are represented by a second order
differential equations system with periodically varying coefficients. These equations
can be summarized in the form of the Atill's differential equations. The equations for
the spheric mechanism can be deduced from the general equations assuming
considerable simplifications.
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1. EINLEITUNG

Das Streben nach hoheren Drehzahlen bei Verarbeitungsmaschinen zwingt dazu, der
Dynamik und den Schwingungen in periodischen Getrieben mehr Aufmerksamkeit zu
widmen. Infolge der ungleichformigen Uebersetzung in Kurbeltrieben entstehen
periodisch wechselnde Massenkrifte, welche zu verschiedenartigen Schwingungen Anlaf3
gaben konnen. So wurden bereits bei ebenen Kurbeltrieben Schwingungen des elastisch
gelagerten  Gestells, Biegungs- und Lagerschwingungen sowie auch die
Torsionsschwingungen untersucht.

Ein Sonderfall der allgemeinen rdumlichen Getriebe sind die sphérischen Getriebe
(Bild 1). Die Drehachsen der einzelnen Getriebeglieder schneiden sich in einem festen
Punkt, unf die Glieder entsprechen Grofkreisen auf einer Kugel mit dem Mittelpunkt O
und einem beliebigen Radius Ry. Die sphdrischen Gelenkgetriebe zeigen hinsichtlich
ihrer Geometrie und ihres Bewegungsablaufes teils grofe Aechnlichkeit, in manchen
Fillen sogar Uebereinstimmung mit den ebenen Getriecben (wenn man die
Bewegungsgesetze von der Kugel durch Bildung des Grenziiberganges nach einem
unendlich grofen Kugelradius in die Ebene iiberfiihrt), teils ergeben sich jedoch eigene
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Gesetzmafligkeiten, die von denen der ebenen Getriebe stark abweichen. Bie der
Betrachtung der Massenkréfte werden die Unterschiede noch deutlicher, es ergeben sich
im Vergleich zu den ebenen Getrieben kompliziertere Verhidltnisse. Es sind schon die
Schwingungen und die dadurch auftretenden Storungen bei biegeelastischem An- und
Abtreib und alastischer Lagerung betrachtet worden [1,2].

Dabei wurden die Auslenkunen als klein angenommen, und die Reibung war in die
Untersuchung nicht einbezogen werden. Auferdem war die Antriebsdrehzahl als konstant
angenommen. Um dieses zu erreichen, muf3 der Antriebsmotor mit einem verénderlichen
Drehmoment, das dursh die Triagheitswirkungen der Getriebeglieder horvorgerufen eird,
an der Kurbel angreifen. Da die Glieder des Getriebes als starr angenommen werden,
konnen die Lagerpunkte nur auf der Kugeloberfliche schwingen (Bild 2).

Bild 2. Getriebe in ausgelenkter Lage
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Zur Entwicklung der Bewegungsgesetze der Lagerpunkte sind die Lagrangeschen
Gleichungen herangezogen werden. Aehnlich wie bei den ebenen Getrieben hat hier die
Entwicklung zu einem gekoppelten System von vier Differentialgleichungen zweiter
Ordnung mit periodischen Koeffizienten gefiihrt.

Mit Hilfe geeigneter Losungsverfahren lassen sich diese Bewegungsgesetze auf
Hillsche Differentialgleichungen zuriickfithren. Fiir Sonderfille der Hillschen
Differentialgleichung sind die Losungen bekannt [2]. Es ist auch unter bestimmten
Voraussetzungen moglich, gekoppelte Gleichungen dieser Art zu entkoppeln und damit
einer Losung zuzufiihren.

In dieser Arbeit wird an einigen speziellen sphdrischen Viergelenkketten gezeigt, wie
sich aus den Formeln fiir das allgemeine Getriebe die Formeln fiir die Sonderfille
ableiten lassen.

2. SONDERFALLE

Aus der sphdrischen Viergelenkkette konnen die gleichen Formen wie bei ebenen
Getrieben  entwickeltwerden [4]. Auferdem kann man aus sphérischen
Viergelenkgetrieben noch weitere Getriebeformen ableiten. Die Maoglichkeit, alle
Schubgelenke durch Drehgelenke zu ersetzen, fiihrt in manchen Féllen zu wesentlichen
Vereinfachungen der allgemeinen Formeln.

2.1. Sphiirische Schubkurbel

Bei der sphirischen Schubkurbel wird der Punkt B (Bild 3) auf einem Grofkreis der
Kugel gefiihrt. Diese Bewegung entspricht einer Geradfiihrung in der Ebane. Das
Schubgelenk B 14f3t sich durch ein Drehgelenk ersetzen, wobei nun die “Gliedlinge” BB,
= 172 gemacht werden muf3.

exzentrische zentrische

a) b)
Bild 3. Sphérische Schubkurbel
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Exzentrische Schubkurbel

Ist BBy = 7172 und die “Steglédnge” d kleiner als 172, so liegt eine exzentrische
Schubkurbel mit der Exzentrizitit ¢ = [b-d[= @ /2 - dO vor (Bild 3a). Das fiihrt zu
gewissen Vereinfachungen der Gleichungen, wobei aber die Storfunktionen ihre alte
Form beibehalten.

Zentrische Schubkurbel

Macht man e = [b - dJ= 0, d. h. es ist b = d = 172, so erhdlt man die zentrische
Schubkurbel (Bild 3b). Dadurch werden einige der Storgleichungen wesentlich
vereinfacht. Der “neue” Steg hat jetzt die Form

T
d =E+(X3_X1)

und die Winkelédnderungen (Bild 4) vereinfachen sich zu:

o1 =y; und Pz =y;.

Bild 4. Koordinatensysteme

Die konstruktive Losung der sphérisen Schubkurbel mit einem gekriimmten Gleitstein
in B, welcher sich auf der kreisformigen Fiihrung bewegt, bietet weitere Vereinfachungen
an. Der Schwerpunkt S, wird jetzt mit dem Punkt B identisch.

Auflerdem muf3 hier x5 =y; =0, gesetzt werden, so daf3 nun nur die Gleichungen fiir

q=(X;,y;) auftreten. Demzufolge wird jetzt ¢,, =0und der “neue” Steg d =12 - x,.
2.2 Sphirische Kurbelschleife

Die Kurbelschwinge mit b=71v2 kann auch zu einer sphérisen, exzentrischen
Kurbelschleife erster Bauform mit der Exzentrizitét s = [Tt /2 - c[lfiihren.
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Wihlt man ¢ = 172, so entsteht die exzentrische Kurbelschleife zweiter Bauform mit
der Exzentrizitit s=[/2 - bl Wird bei den sphdrischen Kurbelschleifen beider
Bauformen die Exzentrizitit s = 0, d. h. b = ¢ = 102, so entstehen schwingende, zentrische
Kurbelschleifen erster bzw. Zweiter Bauform (Bild 5).

Eine dhnliche Entwicklung, von einer sphirischen Doppelkurbel ausgehend, liefert
die umlaufende, zentrische Kurbelschleife beider Bauformen (Bild 6).

1. Bauform 2.Bauform

Bild 5. Schwingende nichtgeschriinkte Kurbelschleife

1.Bauform 2.Bauform

Bild 6. Ulafende nichtgeschriankte Kurbelschleife

2.3 Die sphirische Kreuzschleife

Ersetzt man bei der zentrischen sphérischen Kurbelschleife der zweiten Baufom die
Gleitstange durch einen Schieber, so erhélt man die exzentrische Kreuzschleife (Bild 7a).

Bei der zentrischen Kreuzschleife wird neben b = ¢ = 102 noch d = 102 (Bild 7b). Dies
fithrt zu wesentlichen Vereinfaachungen der Stérgleichungen.
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exzentrische zentrische

a) b)
Bild 7. Sphérische Kreuzschleife

Es miissen zunéchst X5 i y; gleich Null gesetzt werden. Somit folgt der “neue” Steg
als d” =72 - X, , und fiir die Winkelinderungen erhilt man ¢, =0 und @3 =-y,.

Fiir die sphérische Kreuzschleife ist der Abtriebswinkel in der Form

ctgf=-tgasina

und fiir den Gegenwinkel E ergibt sich folgende Beziehung

tg B =-cosa ctg .

2.4 Das Kreuzgelenk

Das eigentliche Kreuzegelenk, die rechtwinklige Doppelschleife, entsteht als
Sonderform einer Doppelkurbel mit a =b = ¢ = 102 (Bild 8a).

Das Kreuzgelenk ist eines der am hédufigsten verwendeten sphérischen
Viergelenkgetriebe. Hier soll ndher gezeigt werden, wie sich die entwickelten
allgemeinen Formeln fiir eine der Bauformen (Bild 8b) des Kreuzgelenkes anwenden
lassen.

Bild 8. Kreuzgelenk (Rechtwinklige Dopplschleife)
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Der “neue” Steg d” und die Winkeldnderungen §o; i §o3 behalten ihre allgemeine
Form bei. Der Winkel ¢g der rechtwinkligen Doppelschleife (Bild 8a) 14Bt sich wie
bekannt angeben:

1
tgps=———1tga.
cosd
Bei dem Kreuzgelenk wird der Abtriebswinkel (3 hdufig von der Senkrechten zum

Steg gerechnet. Um die Verbindung zu den allgemeinen Formeln beizubehalten, wurde
die Winkelzédhlung nach Bild 1 beibehalten.

3. ZUSAMMENFASSUNG

Die Lagerpunkte A, i B, eines sphérischen Getriebes mit starren Gliedern und
biegungselastischer An- und Abtriebswelle schwingen unter dem Einflu der
Massenkrifte auf er Kugeloberfliche.

Eine Berechnung iiber Koeffizientenmittelwerte lieferte als Ergebnis die
Resonanzstellen, die eine Naherung fiir die Resonanzbrtriche darstellen.

Aus den allgemein entwickelten Gleichungen lassen sich die Gleichungen fiir die
Sonderfille der sphérischen Getriebe herleiten. Dabei sind wesentliche Vereinfachungen
zu verzeichen.

SCHRIFTTUM

Zivkovi¢ Z. (1970) Lagerschwingungen bei sphirischen Getrieben, Diss. TH Achen.

2. Zivkovié Z. (1989) Stabilitaet der Lagerschwingungen sphdrischen Getrieben, Mitteilungen zu Ehren vof
Prof. dr. h. c. Todor Panteli¢, Beograd.

Héhn E. (1995) Ueber Stabilititsgebiete Hilscher Differentialglechungen, Diss. TH Darstadt.

4. Meyer zur Capelen, W. G. Dittrich und B. Janssen (1966) Systematik und Kinematik ebener und
sphdrischer Viergelenkgetriebe Forschungsbericht des Landes Noedrhein-Westfalen Nr 1611, Koln und
Opladen, Westdeutscher Verlag.

w

OSCILACIJE SPECIFICNIH SFERNIH MEHANIZAMA
Zivota Zivkovié¢

LeZisne tacke sfernog mehanizma sa krutim clanovima na elasticnoj podlozi osciluju pod
uticajem inercijalnih sila po povrsini sfere. Oscilacije lezisnih tacaka opisane su sistemom
diferencijalnih jednacina drugog reda sa periodicno promenljivim koeficijentima. Ove jednacine se
mogu svesti na Hill-ove diferencijalne jednacine. Jednacine za specificne sferne mehanizme
dobijaju se iz opstih jednacina uz znatna pojednostavijenja.

Kljuéne reéi: sferni mehanizmi, oscilacije, lezista.



